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T. EHRENFEST-AFANASSJEWA 
geb. 19 nov. 1876 — overl. 14 apr. 1964 


In november 1961 werd een extranummer uitgegeven van het 
Mededelingenblad van de Wiskunde-Werkgroep van de W.V.O. 
ter gelegenheid van de 85e verjaardag van Mevr. Ehrenfest. Als 
antwoord daarop schreef ze een artikel, dat ze aan de redactie toe= 
zond met het volgende briefje: 


Hier is mijn dankzegging voor de nauwelijks verdiende viering van mijn ver- 
jaardag. Zoals ik ben, kon ik ook bij deze gelegenheid mijn tong niet stil houden en 
begaf me op een — enigszins — polemisch gebied. Ik vrees, dat dit stuk geen 
zwanezang zal blijken. Ik heb op mijn hart nu het probleem van de universitaire 
opleiding van de toekomstige leraren. Maar zeg het, als u genoeg van mij hebt! !!! 

Tegelijk wil ik u een persoonlijk gerichte dank voor uw vriendelijkheid uit- 
spreken. U bent immers van het bestuur van onze groep en ik vertrouw, dat die 
viering niet zonder uw toedoen gebeurde. Hoeveel andere leden van onze werk- 
groep daarmee sympatizeren, is al een vraag voor me, 


Met hartel ke groeten 


Uwe T. Ehrenfest-Afanassjewa 


Twee karaktertrekken worden door dit briefje duidelijk ge- 
demonstreerd: haar grote bescheidenheid en de onvermoeibare wil 
om over de didactiek van de wiskunde te blijven meedenken en mee- 
spreken. 

Die didactiek van de idkande was dan in het bijzonder de didac- 
tiek van de meetkunde. Ze beschouwde de meetkunde daarbij eigen- 
lijk als een onderdeel van de natuurkunde, zoals kan blijken uit 
haar geschrift: „Kan het wiskundeonderwijs bijdragen tot de 
vorming van het denkvermogen?” (Men vindt dit, met een aantal 
andere artikelen van haar hand, o.a. in de in 1960 by Thieme ver- 
schenen bundel „Didactische Opstellen Wiskunde’. Ze werden ver- 
zameld en ingeleid door Br. Ernst). We lezen hierin onder meer: 


Als men dan ook vraagt: waarom vindt men alleen in de wiskunde een zodanige 
duidelijkheid, dan moet het antwoord luiden: omdat elk gebied, dat die mate van 
duidelijkheid bereikt, daardoor al tot de klasse der „wiskundige’' vakken bevorderd. 
wordt. Daarom en daarom alleen wordt de meetkunde haast van haar ontstaan tot 
de wiskundige vakken gerekend, hoewel ze een zeker aspect van de natuur be- 
schouwt en dus mede tot de onderdelen der natuurkunde behoort. Daarom mag men 
ook de rationele mechanica en de Maxwellse he hm tot de wiskundige 
vakken rekenen. 
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In een.noot voegde ze daaraan toe: 


De onderzoekingen over niet-euclidische meetkunden en over ruimten van hogere: 
dimensies zijn een bovenbouw op het oorspronkelijk systeem; analoge onderzoekin- 
gen zijn in principe-ook voor elk ander deel van de natuurkunde en ook voor elk 
ander gebied van studie mogelijk. Trouwens Lobatschewsky heeft (en Gauss 
ook, naar men vermoedt) zijn geometrisch systeem als een beschrijving der natuur 
beschouwd, die wellicht exacter is dan die van Euclides. 


Het is geen wonder, dat Mevr. Ehrenfest de meetkunde als deel 
van de natuurkunde zag, want haar denken was, tijdens haar 
studietijd-en later, gevormd zowel door de grote wiskundigen als. 
Klein, Hilbert en Minkowsky, als door de natuurkundigen Lorentz. 
en Einstein. Haar belangstelling ging dan ook sterk uit naar sommi- 
ge gebieden- van de natuurkunde, zoals de thermo-dynamica. 

Door de benoeming van haar man Paul Ehrenfest tot hoogleraar 
te Leiden kwam Mevr. Ehrenfest naar Nederland, waar ze al spoedig: 
contact opnam met de Nederlandse wiskunde-leraren, o.a. Dijkster- 
huis en Reindersma. In 1915 verscheen in het Weekblad voor 
Voorbereidend en Hooger Onderwijs een vertaling van een harer 
Russische artikelen, nl. „De rol der axioma's en bewijzen in de: 
meetkunde”. Zoewel in Rusland als hier was dit artikel een re- 
volutionair geluid in de wereld van wiskundeleraren en ouders. 

In 1936 werd de Wiskunde-Werkgroep van de W.V.O. opgericht. 
en de vierde vergadering daarvan was al bij Mevr. Ehrenfest 
thuis. Hier bleek op welke wijze Mevr. Ehrenfest haar invloed op 
de didactiek van de wiskunde in Nederland zou uitoefenen: Het. 
waren de vele en vele gesprekken en discussies met wiskunde- 
docenten, die op indirecte wijze haar baanbrekende gedachten. 
deden doorwerken. 

‚„Altijd’’, zo schrijft Mevr. Proost-Thoden van Velzen in het 
bovengenoemde extra-nummer van het Mededelingenblad, „waren. 
uw opmerkingen verrassend en waardevol. In mei 1938 besloten. 
wij u meer de ruimte te geven. Een uitgebreid weekeinde van 
vrijdagavond tot en met dinsdag werd eind juli georganiseerd. U 
had de leiding, hield de inleidingen en leidde de discussies. Ik 
houd een onsterfelijke herinnering aan die dagen...” 

In deze eerste vergaderingen van de Wiskunde-Werkgroep ont- 
vouwde Mevr. Ehrenfest haar ideaal voor een meetkundeboek: 
een heel dun boekje met alleen de noodzakelijke stellingen, geen. 
aparte vraagstukken, alleen zulke, die een directe bijdrage be- 
tekenen tot de theorie. (De „stamboom van stellingen, die zij: 
voor deze besprekingen opstelde, als een middel om de gedachten. 
te bepalen, werd door sommigen verkeerd begrepen en tot doel. 
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verheven en als basis van een meetkundeleergang gebruikt.) 
Toen de Wiskunde-Werkgroep zich bezig hield met het opstellen 
van een voorstel voor een nieuw wiskundeprogramma voor het 
V.H.M.O. heeft Mevr. Ehrenfest druk meegestudeerd. Ook zo was 
haar indirecte invloed op het tenslotte tot stand gekomen nieuwe 
leerplan groot. | 
Tot haar dood toe is het huis Witterozenstraat 57 in Leiden een 
plek geweest, waarheen zich wis- en natuurkundeleraren begaven 
om nieuwe didactische inzichten te toetsen. Men keerde van zo’n 
gesprek nooit onverrichterzake naar huis terug. In het laatste 
nummer van het Mededelingenblad heeft Prof. Freudenthal zijn 
discussiepartner (men zie bijv. de brochure over het onderwerp: 
„Kan het wiskundeonderwijs tot. de opvoeding van het ‘denkver- 
mogen bijdragen?) herdacht in een artikel met het opschrift: 
‚‚De discussie is gesloten '. Dat klinkt nogal defirüitief. Men zou er 
aan moeten toevoegen: „Maar dé gesprekken. zullen wörden voort- 
gezet’. | ‘ ‘ | 
Dr. P. M. van Hiele 
G. Krooshof | 


KE DOCUMENTATIE VAN LEERMIDDELEN BIJ HET 
WISKUNDE-ONDERWIJS 


door 


_ Dr. H. TURKSTRA 


Hilversum 


Het heeft wat lang geduurd, voor er informatie kon worden 
gegeven over de binnengekomen antwoorden op de enquête, die 
onder bovengenoemde titel in Euclides, 37, 1961/1962, blz. 202 was 
gepubliceerd. 

Dit heeft zijn reden in 2 omstandigheden: 

1. Het aantal binnengekomen antwoorden was naar mijn mening 
te gering (totaal 6 collega's zonden antwoorden) om als grondslag 
voor een samenvattend artikel te dienen. De waarde van een en- 
qüête immers wordt in hoge mate bepaald door het aantal infor- 
maties. | 

2. Door de Coördinatie-Commissie voor wiskunde van de 3 Ped. 
Centra is intussen een speciale studiewerkgroep ingesteld voor 
onderzoek naar moderne hulpmiddelen voor het wiskunde-onderwijs. 
Ik was van mening, dat dit groter opgezette onderzoek wellicht de 
publikatie van de resultaten van de in 1962 gehouden enquête 
zou overbodig maken. Om deze reden had ik het binnengekomen 
materiaal ter beschikking gesteld van de secretaris van de werk- 
groep. Na overleg echter met deze en met de voorzitter van de 
redactie van Euclides, is dan toch maar besloten de resultaten 
van de gehouden enquête nu reeds te publiceren, daar de eind- 
conclusies van de studiewerkgroep nog wel enige tijd op zich zullen 
laten wachten. Het leek mij, vooral nu het aantal inzendingen be- 
perkt was, het geschiktst de inzenders zelf aan het woord te laten 
en dus in hoofdzaak de tekst van de antwoorden der schrijvers over 
te nemen. 

I. Ik moge dan beginnen met het vriendelijk gestelde antwoord- 
schrijven, dat ik op 24 maart 1962 ontving van onze helaas spoedig 
daarna overleden vriend en zeer gewaardeerde collega Dr. D. J. E. 
Schrek. Hij schrijft: 


Gaarne wil ik trachten aan uw verzoek in ,„Euclides” te voldoen 
en u vertellen wat ik vroeger aan leermiddelen heb aangeschaft voor 
[260] 
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de wiskunde aan het Stedelijk Gymnasium te Utrecht of wat ik 
verder ben tegen gekomen. 

Allereerst twee boektitels: | 

1. H. Martin Cundy & A. P. Rollet, Mathematical Models, 
Oxford, Clarendon Press 1952, (o.a. modellen van de regelmatige, 
stervormige en halfregelmatige lichamen). 

2. C. Gattegno en negen anderen, Le matériel pour l'enseignement 
des mathématigues. (Commission internationale pour l'étude et 
l'amélioration de l'enseignement des mathématiques), Neuchâtel- 
Paris, Delachaux et Niestlé, S.A., 1958. Prijs ingen. f 13,90 (mo- 
dellen, films, ook voor de hogere delen van de wiskunde; een van 
de tien samenstellers is de bekende J. L. Nicolet te Lausanne). 

Dan is er de vereniging, die speciaal voor het door u bedoelde 
streven is opgericht: 

Association for Teaching Aids in Mathematics. Hon. Secretary 
Mr. R. H. Collins, Doncaster Technical High School, 97 Chequer 
Road. Doncaster (Yorks). Deze collega is buitengewoon geest- 
driftig voor de zaak. Mocht dit adres niet meer goed zijn, dan kunt 
u het juiste vernemen òf bij de Inc. Association of Assistant Masters 
in Secondary Schools, 29 Gordon Square, London W.C. 1, òf bij 
Dr. C. Gattegno, University of London Institute of Education, 
Malet Street, London W.C. 1 [films, filmstroken, maar ook andere 
aardige leermiddelen; de vereniging heeft geen winstgevend doel 
en de contributie is laag |. 

Zelf ben ik altijd allereerst gesteld geweest op: 

1. barallelliniaal (bij het parallellogram, reeds in de le klasse) 

2. pantograaf, reductiepasser (vermenigvuldiging van figuren) 

3. perspectiefliniaal (toepassing van het cirkelsegment). 

Voor dit alles kan men het best terecht in een zaak voor land- 
metersartikelen, b.v. hier te Utrecht bij H. Gadella, N.V. Oude- 
gracht 312. 

1. Door de amanuensis heb ik laten maken: modellen van kegel, 
cilinder, bol en delen van de bol, destijds zeer in trek, nu minder 
gewaardeerd. Onze amanuensis, oud-meubelmaker, leverde 
voortreffelijk werk: nog herinner ik me een bolschijf, keurig 
gesplitst in bolschil (of -ring) en afgeknotte kegel. 

2. een scheve vierhoek; de middens van de vier zijden zijn de 
hoekpunten van een parallellogram. 

3. een drievlakshoek met pooldrievlakshoek. 

4. een kegelvlak (omwentelingskegel, beide bladen) van blik. 

Dit gebruikte ik voor twee doeleinden. Ik klemde het vast in een 
gewoon statief van de natuurkunde om toe te lichten a. het ontstaan 
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der verschillende kegelsneden, b. de meetkundige plaats der lijnen, 
die door een punt P gaan en met een gegeven lijn / een hoek Q van 
gegeven grootte vormen, is. 

Ten slotte nog twee zaken. Ik ha ook nog een groot demonstratie- 
model (een plank van wel 14 meter) van een rekenliniaal. Als ik me 
goed herinner was die geleverd door Gebr. Wichmann te Berlijn, 
maar ik weet natuurlijk niet of die firma nog bestaat. 

Verder nog dit. Indien men op school tot de reeksontwikkeling 
van sin x e.d. komt (in Duitsland was dat het geval), dan kan men 
die reeks afbreken na de le, 2e, 3e, enz. term. Men krijgt dan een 
aantal „hogere parabolen’’. Naarmate men de reeks verderop af- 
breekt sluiten zich in het beschouwde punt deze krommen steeds 
enger bij de sinusoïde aan (,„Schmiegungsparabeln'’), wat ik altijd 
zeer instructief heb gevonden. In Göttingen waren hiervan zelfs 
wandplaten verkrijgbaar; o.a. Schimmack heeft zich daarmee 
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bezig gehouden. U vindt er meer van in Felix Klein, Elementar- 
mathematik vom höheren Standpunkte aus. I Arithmetik-Algebra- 
Analysis. 3, Aufl. 1924, bl. 241 vlgg. 

Ten slotte nog dit: alle boeken, die ik heb genoemd (en nog zeer 
vele andere, die u zouden interesseren) vindt u in de bibliotheek 
van het Mathematisch Instituut, Achter den Dom 7, Utrecht. 
Een bezoek aldaar kan ik u zeer aanbevelen. 


II. Van de heer J.N. Swaan, leraar aan Het Nieuwe Lyceum te 
Hilversum, ontving ik het volgende schrijven: 

In verband met de enquête in Euclides van 1 maart 1962 geef 
ik u hierbij een beschrijving van de modellen, die ik geregeld bij 
mijn onderwijs gebruik. 


1. De ‚„swanoscoop. 
Een naam die mijn leerlingen hebben bedacht. 


(fig. 1). 


Ik heb dit instrument ongeveer dertig jaar geleden door de amanuensis laten 
maken, het hangt in mijn lokaal naast het bord en is altijd klaar voor gebruik. 
De grondplaat is een vierkant van multiplex met een zijde van 52 cm, de straal van 
de cirkel is 22 cm; De houten wijzers kunnen draaien om een as in het middelpunt; 
elke wijzer heeft een stekker, die past in de gaten van de cirkelomtrek. Aan het 
uiteinde van elke wijzer is een lat bevestigd, die van onderen is bezwaard, zodat hij 
steeds verticaal hangt. Die verticale latten hebben zowel boven als onder het 
draaipunt een verdeling in tiende delen van de straal en aangezien de X-as ook op 
deze wijze is verdeeld, kan men in elke stand de sinus en de cosinus van een hoek 
aflezen, terwijl de tangens met enige benadering is te berekenen. Voor dit alles 15 
slechts één draaibare wijzer nodig, de tweede kan dan ook worden afgenomen. 


Het belangrijkste is, dat de leerlingen dadelijk het verband 
kunnen zien tussen dezelfde goniometrische verhoudingen in de 
verschillende kwadranten.'In fig. 1 is te zien sin 150° —= sin. 30° en 
cos 150° = —cos 30° enz. In het algemeen sin (180° — «) = sin « 
enz. Door de tweede wijzer te verzetten op 210° ziet men het ver- 
band tussen de verhoudingen bij 180 + «-en-a: Zet men de tweede 
wijzer op 330° dan ziet men het verband tussen de verhoudingen bij 
360 — « en « en ook tussen —a en'a; Dit kan ook als « niet een 
scherpe hoek is. | 


2. Draadmodellen. 


a. Een kubus, ribbe 16 cm met een lichaamsdiagonaal en de zij- 
vlaksdiagonalen, die deze lichaamsdiagonaal kruisen. 

b. Een regelmatige vierzijdige piramide (fig. 2) ribbe van het 
grondvlak 16 cm en een hoogte van 20 cm. … …… | 





Met behulp van een middelloodlijn van een opstaande ribbe is het middelpunt 
van de omgeschreven bol aangegeven en met behulp van een bissectrice van een 
standhoek van een ribbe van het grondvlak het middelpunt van de ingeschreven 
bol. 

c. Een regelmatige driezijdige piramide, ribbe grondvlak en 
hoogte 20 cm; ook met het middelpunt van de omgeschreven 
bol en dat van de ingeschreven bol. 

d. Een regelmatig viervlak ribbe 20 cm (fig. 3) met de hoogtelijn 
uit de top, een hoogtelijn in het grondvlak en in een opstaand 
zijvlak en het lijnstuk, dat de middens van twee overstaande 
ribben verbindt. 





Fig. 3. 


e. Een viervlak, waarvan drie ribben van 20 cm elkaar loodrecht 
snijden met de hoogtelijn op het zijvlak, dat een gelijkzijdige 
driehoek is. in ú | 
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3. Modellen van karton. 


Ze zijn gemaakt van zwaar kartön en KOSDIAEE met gekleurd 
papier of ze zijn geverfd. 
a. De vijf regelmatige veelvlakken. 


b, 


Een regelmatige vierzijdige piramide, die op halve hoogte is 
afgeknot. 


c. Een kegel, die op halve hoogte is afgeknot. 
d. Een parallellepipedum. 

e. 
f 
& 


Een driezijdig prisma. 


‚ Een afgeknot driezijdig prisma. | 
. Een driezijdig prisma, dat is opgebouwd uit drie viervlakken 


met gelijke inhouden. … 


4. Vlakke figuren. 


Met de figuren 4 en 6 kan men laten zien, dat een rekenkundige 
reeks overeenkomst vertoont met een. trap. 
…_ Met de figuren'4 en 5 kan men laten zien dat 


tete Ht enz. en dat 59 = 4. (4 + 43) is. 


- 





Fig. 4 en 5. 


Met de figuren 6 en 7 kan men laten zien, dat 


ilp 2.t is en s9=9.fs 





HI. De heer A. Blom, leraar wiskunde aan het Corderius-Lyceum 
te Amersfoort, zond de: volgende informatie, waarbij hij tevens een 
antwoord gaf op de 5e enquête vraag: „welke andere, door u nog 
niet gebruikte, leermiddelen op dit gebied kunt u voorts.nog 
noemen’. Hij schrijft over de RUDE, die hij bij zijn wiskunde- 
lessen gebruikt, het volgende: 

Als eerste: een kant en klaar gekochte doos met 10 houten 
modellen van stereometrische figuren: kubus, regelmatig vierzijdig 
prisma, idem 3-zijdig en 6-zijdig, regelmatige pyramiden, 3-, 4- en 
6-zijdig, bol, cilinder en kegel; afmetingen ongeveer 6 cm breed en 
12 cm hoog. Deze figuren zijn wel aardig voor een eerste kennis- 
making, maar verder is er niet veel mee te doen: je kunt er alleen 
maar naar kijken. | 

Verder: modellen van de 5 regelmatige lichamen, door een 
vriendenhand gemaakt van karton, elk met een inhoud van 1 liter. 
Hierbij heb ik: een breinaald, verticaal bevestigd in een houten 
voetstuk; de lichamen kan ik erop prikken, waardoor de symmetrie- 
assen gedemonstreerd kunnen worden. Bij de kubus is zo bijv. te 
demonstreren, dat het vlak van een gelijkzijdig driehoekige door- 
snede loodrecht staat op een lichaamsdiagonaal. 

Mijn belangrijkste hulpmiddel (eigen fabrikaat) is: een wandbord 
van een vierkante meter friplex, waarop ik met roestvrije stalen 
spijkertjes „roosterpunten’ heb aangebracht met een onderlinge 
afstand van 5 cm. Mijn vrouw heeft hierbij een aantal eindjes wit 
elastiek gemaakt met aan beide uiteinden een lus, in lengte variërend 
van 20 tot 125 cm. De gebruiksmogelijkheden zijn vele: Bij plani- 
metrie kan ik driehoeken en vierhoeken maken, zo nodig met de 
merkwaardige lijnen; het begrip. oppervlakte, uit te drukken in 
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vierkante eenheden, is prachtig te demonstreren voor alle mogelijke 
vlakke figuren. Bij algebra gebruik ik het voor het demonstreren 
van grafieken van functies; helaas worden kromme lijnen hierbij 
gebroken, maar dat geeft geen grote moeilijkheden. Verder zijn 
ook vectoren en complexe getallen er op af te beelden, als hier 
eens tijd voor over Is. Ook sommige stereometrische tekeningen 
zijn goed uit te beelden, al kan ik helaas niet met stippellijnen 
werken (daarvoor zou een ander soort elastiek nodig zijn). 

Een stuk zachtbord aan de wand geeft mij gelegenheid allerlei 
papieren aan te prikken, bijv. grafieken van minder eenvoudige 
functies (zoals bijv. in het blad Pythagoras behandeld worden). 

Voorts noem ik nog enkele zaken, die ik niet heb, maar graag 
zou willen hebben: 

1. Een wissellijst van het formaat van een tekenbord, dat bij 

lijntekenen wordt gebruikt. Hierbij zou een stel tekeningen 
moeten komen, eventueel gedrukte exemplaren, die allerlei 
onderdelen van de wiskunde illustreren. Ik denk aan: model 
uitgevoerde stereometrische figuren (bijv. doorsnede-construc- 
ties), moeilijke vlakke figuren uit de planimetrie en de analyti- 
sche meetkunde, grafieken van allerlei functies, enz. Figuren 
die aansluiten bij de in de les behandelde’ ORGEEWEDSn SOE 
dan in deze lijst geplaatst worden. 

2. Draadmodellen van stereometrische lichamen, zo mogelijk 
demontabel. Hierin zou ik, werkend met elastiek of met ge- 
kleurd elektrisch draad, lijnen en vlakken kunnen aanbrengen. 
Misschien dat het dan eindelijk niet meer zou voorkomen dat 
leerlingen bij het tekenen van een doorsnede twee verschillende 
snijlijnen met een zelfde vlak tekenen! 

83. Stevig gebouwde symmetrische vlakke draadfiguúrèn, die. met 

__huri symmetrieas plaatsbaar zijn op een centrifugaalmachine; 
hiermee kunnen omwentelingslicharnen zichtbaar worden ge- 

‚ maakt (nawerking van het oog). Indien er bovendien. de be- 
schikking is over een projectielantaarn met een spleet voor de 
lens, dan kunnén hiermee in een VERSE lokaal REE 
sneden worden gedemonstreerd! | 


IV. W. J. Deutekom, leraar wiskunde aan het Revius Lyceum 
te Doorn, experimenteerde. met door hèm zelf gemaakt: materiaal, 
waarover hij het volgende ‘schrijft: 
‚ Wanneer in de. tweede klas de goniometrische varhondingel” van. 
hoeken tussen. 0°:en 180° aan: de òrde komen, dan heb ik behoefte 
aan een instrument om hèt aangroêien en afnemen van de sinus. 
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(en het afnemen van de cosinus) bij groter wordende hoeken te laten 
zien. Wanneer je dit op het bord gaat tekenen, dan worden de 
figuren gauw rommelig en (het voornaamste bezwaar) er zit geen 
beweging in. Daarom heb ik vorig jaar voor eigen gebruik een heel 
simpel instrumentje gemaakt, dat hierin voorziet; in de wandeling 
noem ik het cosinus-meter, (fig. 8). 





Fig. 8. 


Het is eigenlijk een gewone gradenklok, voorzien van twee wijzers. Aan het einde 
van de wijzers zijn dunne koordjes bevestigd met kleine gewichtjes er aan. Wanneer 
de klok opgehangen is hangen deze koordjes dus verticaal, De halve cirkel is 
verdeeld in graden; op de middellijn bevindt zich een schaalverdeling die loopt van 
— 1 tot + 1, af te lezen tot twee cijfers achter de: komma. De wijzers moeten wat 
zwaar draaien, zodat zij in de gewenste stand blijven staan. Desgewenst kan ik 
tijdelijk één wijzer er afnemen. Het exemplaar, dat ik gebruik, is gewoon van karton 
(donker). De, schaalverdeling, aangebracht op wit tekenpapier, is er opgeplakt. 
De koordjes zijn ook wit. De halve cirkel heeft een straal van 20 cm. Iets groter, 
25 of 30 cm, zou BEUUGEE zijn. 


Wanneer ik aan de behandeling van de desbenetnde stof 
toegekomen ben, dan prik ik de cosinus-meter met enige punaisës 
aan de achterkant van één van.mijn zijborden, zodat ik hem op 
ieder gewenst ogenblik te voorschijn kan laten komen. Aanvankelijk 
werk ik met één wijzer. De kinderen vinden het zeer verrassend, 
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dat- je met behulp van dit zeer simpele instrument de cosinussen 
tot 2 cijfers achter de komma onmiddellijk kunt bepalen. Wij 
controleren altijd, of het helegradentafeltje achter in hun boek 
correct’ is! Trouwens, het werken met een instrumentje in de 
wiskundeles is altijd aantrekkelijk en brengt wat afwisseling. Het 
bepalen van de sinussen is iets moeilijker (de lengte van het koordje 
tot aan de middellijn). Met een maatlatje op schaal gaat het ook 
heel goed. Mijn ervaring is echter, dat de leerlingen bevredigd zijn. 
wanneer één goniometrische verhouding nauwkeurig kan worden 
afgelezen. Later breng ik de tweede wijzer aan en wij onderzoeken 
dan, wanneer een scherpe en een stompe hoek dezelfde sinus hebben, 
hoe het zit met twee hoeken, die 90° verschillen enz. Wanneer de 
behandeling voltooid is, prik ik de cosinusmeter ergens aan de muur. 
Komen dezelfde dingen later weer aan de orde, dan geeft het de 
leerlingen steun, wanneer zij er naar kunnen kijken. 

De bruikbaarheid van het instrumentje is beperkt. Bij hoeken 
van meer dan 180° laat het ons in de steek (al is daar ook wel een 
oplossing voor te vinden). 

Voorts vervaardigde ik een instrumentje voor het (tamelijk) 
zuiver tekenen van ellipsen. Ik noemde het ellipsigraaf (fig. 9) *). 
Het gebruik zal duidelijk zijn. Het passertje wordt plat op het 
papier gelegd met de uiteinden van de benen op de brandpunten 
van de ellips. De lengte van het koordje wordt ingesteld en op de 
bekende ‚„tuinmansmanier’’ kan de ellips getekend worden (twee 
helften afzonderlijk). Doordat het koordje stroef door de gaatjes 
loopt, verschuift het niet tijdens het tekenen van de ellips. Van dit 
allersimpelste instrumentje heb ik enorm veel plezier. Het is 
verbluffend om te constateren, hoe grote ellipsen je met dit kleine 


1) Beschrijving van de Ellipsigraaf. Het instrumentje bestaat uit twee armen, 
die ik vervaardigd heb van 0,8 mm dik triplex (te verkrijgen in sommige „Doe het 
zelf-winkels”’). Dit materiaal is buitengewoon gemakkelijk te bewerken (het kan zelfs 
geknipt worden) en het blijkt voor dit doel meer dan voldoende stijfheid te bezitten. 
De armen worden scharnierend verbonden door een schroefje met platte kop (de kop 
zit onder). De moer mag tamelijk dik zijn om enig houvast te bieden. Ik gebruikte 
een soort knopje van 4 cm hoog. 

Voor het koordje gebruikte ik gewoon garen. Hoe dunner het is, hoe nauw- 
keuriger de constructie wordt. Het loopt (enigszins stroef) door vier gaatjes in de 
armen, bij de punten 4 en B naar beneden, onder de armen door en bij C en D 
weer naar boven. 

De constructie met vier gaatjes heeft het voordeel, dat een ingestelde koordlengte 
gemakkelijker behouden blijft tijdens het tekenen. Verder bleek het praktisch om 
de losse uiteinden van het koordje d.m.v. een knoopje te verbinden. De totale 
lengte van het koordje‘kan bv. 20. cm zijn. 
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passertje kunt tekenen. Ik vind het véél en-véél prettiger dan een 
schablone (bv. de Aristokonika), die slechts één of enkele” ellipsen 
bevat met vaste afmeting en vaste assenverhouding. 

Of de ellips in het onderwijs in de 4e en 5e klasse voldoende vaak 
voorkomt om het vervaardigen van zo’n instrument in bord- 
formaat te rechtvaardigen, durf ik niet te beoordelen. 





Fig. 9. 


Bij een ellips is de som van de afstanden v.e. punt tot de brand- 
punten constant. Daarop berust deze passer. Bij een hyperbool 
geldt hetzelfde voor het verschil van de afstanden tot de brand- 
punten. Een instrument, gebaseerd op deze eigenschap, heb ik ook 
gemaakt (twee koordjes rollen gelijktijdig van een wieltje af). Het 
bleek echter in de praktijk te onnauwkeurig en was dus niet bruik- 
baar: 


v. Dr. O. Kooi vermeldde in zijn bericht welke — door de Gini 
Luctor uit Baarn geleverde — modellen van plastic (doorsneden 
gekleurd) en welke door de amanuensis der school vervaardigde 
ijzerdraadfiguren bij het stereometrie-onderwijs aan het Geref. 
Gymnasium te Amsterdam worden gebruikt. 

VI. Ten slotte ontleen ik nog aan een bericht van de heer H. E. D. 
ten Velde, leraar wiskunde aan een U.L.O.-school te Arnhem, 
het volgende: | 

- „Ik maakte voor de leerlingen der- eerste klas een constructie- 
schrift, benevens enkele leermiddelen (kartonmodellen en houten. 
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latjes) als demonstratiemateriaal, met daarbij behorende toelichting 
voor de leerkracht”. Hij hoopt voor een en ander een uitgever te 
vinden. | E A 


Tot zover een samenvatting van de binnengekomen antwoorden 
op de enquête in Euclides, 37. Over het gebruik van filmstrips kreeg 
ik geen informaties. Daar dit mi. toch een zeer belangrijk hulp- 
middel is bij het tegenwoordige wiskunde-onderwijs, moge ik ver- 
wijzen naar wat daarover in de laatste jaargangen van, Euclides 
én. in de Mededelingenbladen van de wiskunde- werkgroep der 
W. V.O. is te vinden. 

In de 36e Jaargang 1960/” 61 van Euclides is op blz. 91 en 92 
ónder besproken filmstrips opgenomen een bespreking van Vreden: 
duin over de ‘filmstroken, samengesteld door Bruno Ernst en 
A. J. Poelman (bepaling van afstanden), Drs. L. Bakema 
(grafieken van punt en rechte lijn) en A. C. Barrett (inleiding 
tot grafieken). En'in de 37e Jaargang 1961/62, blz. 334 wijdt 
Lenstra een korte bespreking aan de kleurenfilmstrook, samen- 
gesteld. door D. Leujes (hoe getallen geschreven worden Dr 

In Mededelingenblad van de wiskunde-werkgroep van de W.V.0. 
10e Jaargang no 4, april 1962 is een uitvoerige bespreking te vinden 
over de door Bruno Ernst en A. J. Poelman samengestelde 
filmstrook „„Omtrek en oppervlakte van de cirkel’. In Mededelingen- 
blad 10e Jaargang no 5, mei 1962 geven genoemde schrijvers daar 
nog eens een toelichting op. Vermeld is daarbij, dat deze film- 
stroken zijn vervaardigd en uitgegeven door de Stichting Technisch 
Filmcentrum (Stadhouderslaan 152, Den Haag) in samenwerking 


‚ met de filmstrookcommissie van de wiskunde-werkgroep van de … u 


W.V.O. 


Een der enquêtevragen verzocht ook informatie over ‚bij welke 
firma’s de gebruikte leermiddelen worden uitgegeven’. In het 
bovenstaande bericht werden reeds enkele genoemd. Ik moge 
voorts nog verwijzen naar de bekende Phywe-Nachrichten, 26e 
Jahrgang - 1962, no 2 en 27e Jahrgang - 1963, no 1. In beide af- 
leveringen — aan te vragen bij Phywe Nederland N.V, Weten- 
schappelijke Instrumenten, Bredelaan 5 Bussum — vindt u een 
groot aantal afbeeldingen van modellen te gebruiken bij het 
planimetrie- en stereometrie-onderwijs. 


EEN MERKWAARDIG PUNT 
door 


Dr. J. T. GROENMAN 


(Groningen) 


In het W. T. (le jaargang, nr. 1, 1904) lees ik, dat de Japanner 
Kariya in de Enseignement mathématique van 15 maart 1904 
heeft voorgesteld een door hem gevonden punt zijn naam te geven. 
Dat dit voorstel niet werd aanvaard is wat sneu voor Kariya; 
het punt was nl. al eerder gevonden. Bovendien was er in die 
tijd een kennelijke tegenzin in verdere uitbreiding van de ter- 
minologie in de driehoeksmeetkunde. Die zou eens een afzonderlijk 
vak kunnen worden! - | ‘ | 

Punt van Kariya of niet, aardig is het wel. Ik laat hieronder 
enkele bewijzen volgen, waarbij ik in het midden laat of ze oor- 


spronkelijk zijn. 
SN 


C 









Fig. 1. 
(272) 


273. 


In een driehoek ABC zij gegeven de ingeschreven cirkel met 
middelpunt JZ. Op de raakstralen TA,, IB, en IC, zet men gelijke 
stukken JA, By en [Cy af. Dan gaan AAn, BBy en CCy door 
één punt Py. (Py hangt dus af van de lengte p der gekozen stukken). 

De stelling is kennelijk juist als: 


p=0(Py=l); p=r(Py=N=punt van Nagel); p= oo 
(Py = H == hoogtepunt). ‘ 


Voorts is A BBA 2 A C:CoÂ (hzh). 
BB, = CoC; IB, = IC, 


Kiest men p= IC, =1IB,, dan is Py = 4. 

De stelling is dus al juist in 6 gevollen, Maen I,N, H, A, B 
en C als snijpunt optreden. 

De puntenrijen LAy, By en-ICy zijn congruent. Wij projecteren 
ze uit A, B, C resp. en krijgen drie projectieve stralenwaaiers’ 
“za, zB en ac. De snijpunten van de overeenkomstige stralen door- 
lopen een kegelsnede (hyperbool). Deze kegelsnede gaat dus door 
I,N,H, A, B, C. Als nevenresultaat komt er dus, dat deze 6 punten. 
op één kegelsnede zijn gelegen. Projecteert men de gevonden snij- 
punten uit het punt C der kegelsnede, dan komt er een nieuwe 
waaier z'c, die projectief is met zr4 en za, dus ook met ze. De 
waaiers zc en z’c hebben de stralen naar Z, N en H gemeen en dus 
alle stralen. D.w.z. overeenkomstige stralen der drie waaiers TA 
B en zg gaan door één punt. 3 - | 


_b. Met de stelling van Ceva komt men er ook (figuur 2). | 





Fig. 2. 
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| _ Ht s—b 

CQ = (sb) t8P CBF osb 
CyQ = (s —b) tg — (r —p) & Denkt 
CoCy=r—p | 


CoCy QC BL 

QCr “ BE“ CL 

BL _ acosfl(s—b) tg B — (r — p)] 
CL r—p)lacos B — (s —5)) 


_ acosB[(s—5) te B—(r—p)] (Sb) sin B—(r—p) cos 
ES esp p)ed) CT Tasper) 


AS — a) sina — (r — p) cos « 


an bsina — (r —p) N 4 

En (s—b)sinB—(r—p)cosf: 
BL n a " (s—b) sin B— (r—p) cos n b. | | 
AL 5 . (s—a)sina—(r—p)cosa« (s—a)sina—(r—p)cosa 


TN | ‚4 
BL «_ F(b, fp, p) 

AL F(a, «, p) 

Op de andere zijden komen de verhoudingen | 


F(c, y, p) ‚Fa, %, p)_ 
F(b, B,p) Fc, 7, p) 


zodat het produkt = 1. 


c. Een soortgelijke stelling geldt als men i.p.v. de ingeschreven 
cirkel van AABC een der aangeschreven cirkels neemt. Ook nu 
komt er een kegelsnede, die door A, B, C en H gaat. L.p.v. Fen N 
komen bijv. Ze en Go, waarbij Ge een der punten van Gerconne is. 


KORREL 
(functies) 
1 

(x= 2)" (w — 47 
een functie, omdat bij elke waarde van x hoogstens één waarde van 
(x — 2)? (x — 4)? hoort. Dat x daarbij een reëel getal voorstelt, 
wordt in de regel niet vermeld, omdat x, als niet anders vermeld 
wordt, vanzelf een reëel getal voorstelt. Verder zegt men, dat de 
functie niet gedefinieerd is voor x= 2 en voor x — 4. 

Modern is dit niet. De moderne opvatting is, dat een functie een 
afbeelding is. Daarbij vragen we ons drie dingen af: 
“a. wat wordt afgebeeld, d.w.z. wat is he verzameling van ori- 

ginelen, 

b. tot welke verzameling behoren de beelden, 

c. wat is het afbeeldingsvoorschrift ? 
De antwoorden op deze vragen luiden: 
a. afgebeeld wordt de verzameling R\{2, 4}, d.w.z. de verzame-. 
ling van de reële getallen met uitzondering van de getallen 2 en 4, 

b. elk beeld is een reëel getal, 
_c. het afbeeldingsvoorschrift is x — (x — 2)? (x — 4-2. 
Als we de functie f noemen, kunnen we het bovenstaande samenvat- 
ten in de. notatie: 


f:R\{2, a R: ee 


Dit is een afbeelding in en niet op R, omdat niet elk reëel getal beeld 
is. De beeldverzameling is de verzameling {xe R|4 > 0}. … | 

Ik vraag me met enige angst af, of we deze weg in de toekomst. 
zullen moeten bewandelen. D.w.z. moet in elke opgave van elke 
functie de verzameling van originelen expliciet vermeld worden? 
Wat is er tegen om te zeggen, dat de functie x — (4 — 2)? (x — 4)”*- 
een voorschrift is om reële getallen af te beelden? Dit voorschrift 
werkt als volgt. Substitueer in de gegeven vorm voor 4 een reëel ge-. 
tal. Soms komt er dan iets, dat geen betekenis heeft. Het proces 
breekt dan af, d.w.z. aan deze waarde voor x voegt het voorschrift 
geen reëel getal toe. Soms komt er een reëel getal; dit is dan de aan 
de gesubstitueerde waarde van x toegevoegde functiewaarde. Men 
kan dan a posteriori vragen naar de verzameling van originelen en is. 
niet verplicht deze in elke opgave expliciet te noemen. | 
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In de huidige schoolwiskunde verstaan we onder 
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Men kan zich voorstellen, dat, toen het nieuwe boek van Papy, 
Mathématique moderne 1 ©), verscheen, ik mij direct afvroeg, hoe 
Papy de functies invoert. Hij definieert eerst de relaties op de ge- 
bruikelijke manier als deelverzamelingen van een cartesisch pro- 
dukt. Een relatie tussen elementen van twee verzamelingen V en W 
is dus een verzameling paren, waarvan het eerste element tot V en 
het tweede tot W behoort. Daarna definieert hij in hoofdstuk 12 de 
functies als bijzonder soort relaties. Het zijn relaties met de eigen- 
schap, dat geen enkel element van V in meer dan één paar voorkomt. 
Zijn zowel V als W de verzameling R, dan kunnen we een relatie dus 
schematisch voorstellen door een stelsel pijlen, die vertrekken uit 
elementen van R en ook aankomen bij elementen van R. Van elk 
element van R vertrekt ten hoogste één pijl; het is dus geoorloofd, 
dat uit een deel van de elementen van R geen pijl vertrekt. Dit is in 
overeenstemming met onze huidige schooldefinitie van een functie. 

Daarna definieert Papy afbeeldingen op de hierboven reeds ge- 
noemde manier. Een afbeelding van R in R kan dus schematisch 
voorgesteld worden door een stelsel pijlen, waarbij uit elk element 
van R precies één pijl vertrekt. 

Uit het voorgaande volgt, dat uit elke functie een afbeelding ge- 
construeerd kan worden. Zodra we in de verzameling, waaruit de pij- 
len vertrekken, alle elementen weglaten, waaruit geen pijl vertrekt, 
is uit de functie een afbeelding ontstaan. 

Op deze wijze heeft Papy de kool en de geit gespaard. Natuurlijk 
heb ik mij afgevraagd of dit uit overtuiging was of niet. Op mijn 
vraag in deze gaf Papy echter als antwoord, dat hij dit compromis 
had gekozen, omdat in de schoolwiskunde nu eenmaal het gebruik 
was over functies te spreken op ouderwetse manier en dat, gezien 
het feit dat de leerlingen daar in latere leerjaren mee in aanraking 
komen, hij wel gedwongen was geweest dt soort ha in 
zijn beschouwingen op te nemen. 

Wat ik mij nu afvraag is, of werkelijk dit soort door Papy en door 
andere hoogleraren gewraakte functiebegrip uit onze schoolwiskunde 
dient te verdwijnen en wat de consequenties daarvan zijn. Ik heb 
dit in Euclides speciaal ter sprake gebracht om reacties uit te lokken, 
zo mogelijk ook van universitaire zijde. 

P.G. J. Vredenduin 


1) Zie voor een bespreking van dit boek Euclides 39, p. 237—247. 


UIT DE OPENINGSTOESPRAAK. VAN DE VOORZITTER 
VAN. knn TOT DE ALGEMENE VERGADERING AEN 
ki ‘ 27 EG 1963 


Över het BEE gean trekken de volgende feiten speciaal de 

aandacht: 

le de reorganisatie van ons den i.v.m. de Mammoetwet, 
‚ 2e de veranderde eindexamenregeling, 

3e de heroriënteringscursussen voor de wiskunde. 
‚ De Raad van Leraren heeft in het afgelopen jaar enkele leden 
van ons bestuur uitgenodigd besprekingen bij te wonen over de 
voorstellen betreffende urentabellen voor het onderwijs aan het 
gymnasium en het atheneum, genoemd in de Mammoetwet. Deze 
uitnodiging is door ons bijzonder op prijs gesteld. We hebben alle 
gelegenheid gehad onze wensen betreffende de urenverdelingen ken- 
baar te maken. We hopen, dat we ook in de toekomst geraadpleegd 
zullen worden: Het medewerken ‘aan deze plannen is een boeiende 
‘bezigheid. Ieder enthousiast docent is uiteraard belangstellend naar 
de plaats, die zijn vak in het nieuwe bestel krijgt. Omdat alle voorge- 
stelde plannen nog maar een zeer voorlopig karakter dragen is ons 
uitdrukkelijk verzocht hierover geen directe mededelingen te doen. 
Wel kan worden opgemerkt, dat de plannen veel moois bevatten 
en voor het onderwijs een grote winst kunnen betekenen. 
‚ Aangaande de verleden jaar voor het eerst toegepaste nood- 
maatregelen bij de eindexamens het volgende: opvallend is dat 
het lootsysteem bij de natuur- en scheikunde en bij de moderne 
talen zo weinig tegenstand van leraren en leerlingen heeft onder- 
vonden. De uitslagen van de examens zijn er waarschijnlijk niet 
door beïnvloed. Menigeen zag zelfs voordelen in deze noodmaat- 
regelen. Voor die-vakken, waarbij -alleen het rapportcijfer examen- 
cijfer wordt, zijn de bezwaren algemeen. Wat de wiskunde betreft 
is de examenregeling hoegenaamd gelijk aan de oude regeling met 
uitzondering van de totale examineertijd voor de mondelinge 
examens. De leerlingen van het gymnasium en de H.B.S.-leerlingen, 
die geen enkele wiskunde-vrijstelling hebben, krijgen voor hun 
mondeling examen 40 minuten. Het blijkt bezwaarlijk te zijn in deze 
korte tijd tot drie verantwoorde eindcijfers te komen. Verlenging 
van de examentijd is hoogstwaarschijnlijk uitgesloten. Het bestuur 
‘beraadt zich over een mogelijke oplossing en zal deze aan de ver- 
antwoordelijke instanties ter overweging. geven. 
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Het organiseren van de heroriënteringscursussen voor de volledig 
bevoegde leraren is een zeer lofwaardig initiatief geweest. De grote 
deelname zal de organisatoren tot grote voldoening hebben gestemd. 
Geconstateerd kan worden, dat naar aanleiding van deze cursussen 
velen met veel toewijding en animo’ aan de studie zijn getogen. 
Voortzetting van deze cursussen zal bijzonder op prijs worden ge- 
steld, waarbij zowel een herhaling als een ‘vervolg van de stof kan 
worden gegeven. Hierbij zal dankbaar kunnen worden geprofiteerd 
van de opgedane ervaringén van de reeds. gegeven lessen. 

De vakantiecursus, georgariiseerd door het Mathematisch Centrum 
te Amsterdam, is ook dit jaar weer goed bezocht. Het. wordt’ op 
prijs gesteld, dat ook hierbij ons bestuur is- EOD om 
zijn adviserende steim te laten horen: : 

Verder noemen we nog het colloquium, ook Gannieend door 
het Mathematisch Centruin, over verzamelingsleer en Boolse algebra 
Het- deelnemen. hieraan wordt door ons van harte’ aanbevolen. 

Omdat onze vereniging ook de belangen van de kósmografie 
dient, maken we de leden attent op. de cursus voor sterrenkunde, 
die wordt georganiseerd door de Utrechtse Sterrenwacht. Zie hier- 
toe de publikatie in het laatste nummer van Euclides. Het vak 
kosmografie zal op den duur wel overgaan in het facultatieve vak 
sterrenkunde, maar de en van het vak wordt zeker’ niet 
onderschat. | es 

In de Paasvakantie zal op maandag. 6 apel 1964 weer het Congres 
van leraren worden gehouden, ‘georganiseerd: door de diverse 
lerarenverenigingen voor de exacte vakken. Als thema is gekozen: 
Invloed van de moderne ontwikkeling. van de exacte wetenschappen 
op mens en maatschappiy. Als. de toeloop weer even groot is als bij 
de laatste congressen, dan is dat voor de organiserende WEE 
een stimulans tot voortzetting ervan. 

Ook dit jaar richten we een woord van grote waardering tot de 
samenstellers van de wiskunde-olympiade. De perfecte verzorging 
van de gehele opzet is bewonderenswaardig. We beseffen ten volle, 
dat het bijzonder moeilijk en tijdrovend is, de juiste opgaven hier- 
voor te vinden. Dat men hierin geslaagd is heal wel uit de goede 
spreiding in de resultaten. 

Veel vreugde beleven onze leerlingen nog steeds aan het tij dschrift 
Pythagoras. Nièt alleen de leerlingen, maar ook. dikwijls hun ouders 
Zien telkens de nieuwe afleveringen met spanning tegemoet. Om 
de animo in het oplossen van diverse problemen te vergroten heeft - 
ons bestuur een bedrag van f 100,— beschikbaar: gesteld aan de 
redactie voor het uitloven van prijzen”. 


DE (ZOGENAAMDE) STELLING VAN NESBITT 
door 


Prof. Dr. O. BOTTEMA 
Delft 


Deze stelling, beschouwd door Dr. J. T. Groenman (Euclides 
39, 182—185) is een bijzonder geval van een uitspraak, die met 
de in- en aangeschreven cirkels niet van doen heeft. 

P‚Q, en PsQs: zijn twee rechten (fig. 1), die van de zijden AB en 
AC van driehoek A BC gelijke stukken afsnijden. AP, = AQ, = «, 
AP, == AQ, = y. De zwaartelijn AD snijdt P,Q, en P,Q, in S, en 55. 





Fig. ON 


Wanneer is S,B S,C een parallellogram? Daarvoor is nodig en 
voldoende dat S,D = DS,..Trekt men door D de rechte P,O, die 
eveneens gelijke stukken afsnijdt, dan is gemakkelijk te bewijzen 
dat AP, = AQ, = +(b + c): De voorwaarde luidt dus x + y =.bHC. 
Zijn-P, en Q, de raakpunten met de ingeschreven, P, en Q, die met 
de aan BC beschreven cirkel, dan is 4 = Ss — a, y =S, zodat de 
voorwadrde vervuld is. 

Een variant ontstaat, als men rechten beschouwt die van AC en 
van het verlengde van BA gelijke stukken afsnijden (fig. 2). Is 
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AP, = AQ, =x, AP‚ = AQ, = y (waarbij x en y positief worden 
gerekend in de richtingen BA en AC) en zijn voorts S, en S, de 
snijpunten van P,Q, en P,Q, met de zwaartelijn AD, dan is S,BS,C 





Fig. 2. 


een parallellogram als x + y = b —c. Als P, en Q, de raakpunten 
zijn van de aan AC beschreven cirkel en P, en Q, die van de aan 
AB beschreven cirkel, dan is x = s — Cc, y = — (s — b), zodat aan 
de voorwaarde voldaan is. De stelling van Nesbitt geldt dus niet 
alleen voor de ingeschreven en de aan BC beschreven cirkel, maar 
ook voor de beide andere aangeschreven cirkels. 
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BOEKBESPREKING 


Dr. P. M. van Hieleen Dr. D. van Hiele-Geldof. Van figuren naar begrippen 
I, II, (Muusses, 1963), deel I, f 5.90; deel II, f 5.40. 


Het onlangs verschenen boek van deze bekende auteurs is een omwerking van 
het Werkboek der Meetkunde; er is een attractief geheel ontstaan dat de leer- 
lingen al vroeg vertrouwd maakt met de eigenschappen van bekende figuren, ook 
van figuren in de ruimte. In den beginne wordt er niet ,„bewezen'’ maar wel veel 
geredeneerd o.a. uitgaande van symmetrie. 

De gebruikelijke volgorde is uiteraard verstoord; de ruit en de vlieger komen 
vroeg, het parallellogram later. Dat ziet men wel vaker tegenwoordig en men kan 
er vrede mee hebben. De merkwaardige veelhoeken komen langs verschillende 
wegen binnenwandelen en worden pas later geordend. Het zij zo. Wanneer men 
echter zoals in deel II (pag. 5) wordt uitgenodigd te bewijzen dat een gelijkbenig 
trapezium een trapezium is en bovendien twee congruente zijden heeft, wordt 
het mij te gortig. Ik weet wel, dat dit mathematisch geen onzin behoeft te beteke- 
nen; het hangt er maar van af, van welke definities men uitgaat; maar ik kan mij 
voorstellen, dat een leerling het zot vindt, als hij moet bewijzen, dat een rode lap 
een lap is en dat de kleur van die lap nog rood is ook. 

Voor de leraar is dit boek niet gemakkelijk; ik heb mij voortdurend moeten af 
vragen: ,„, Wat mag ik nu gebruiken en wat niet?” Zonder twijfel als aansporing 
gezond. Dat zit in die onorthodoxe volgorde. Het kan echter wel zijn, dat de 
leerling, die geacht wordt nooit met het vak te hebben gewerkt, dit niet”zo moeilijk 
vindt, als de leraar, die zijn kennis nu eenmaal niet kan wegdenken. En als dat 
inderdaad zo is, dan is hier sprake van een pluspunt. 

De verwisselende binnenhoeken (zaaghoeken) en de niet verwisselende binnen- 
hoeken (harkhoeken) komen niet snel aan de orde; wij horen ook niet spoedig, 
dat de som der hoeken van een driehoek 180° is. Dat betekent oppassen voor de 
docent! Het ,„bewijs’’ van. laatstgenoemde stelling verloopt met het opvullen van 
een vlak met congruente driehoeken. Aardig! Doeltreffend ? 

De congruentie gaat een belangrijker rol spelen dan men aanvankelijk verwacht: 
de „vijf gevallen” verschijnen als axioma. 

De gebruikelijke series vraagstukken ontbreken, maar de leerling krijgt al 
bouwende aan de theorie, toch wel het een en ander op te knappen. En dat met 
goede opdrachten! Wel zien we voortdurend overzichten aan het eind van elk 
hoofdstuk en opsommingen van ‚regels der meetkunde’. Men kan zich afvragen 
of die het boek niet dikker en duurder maken dan nodig is; in zekere zin geldt dat 
ook voor de fraaie reprodukties, waarvan de bedoeling mij niet steeds aanspreekt. 

Verrassend is dat na het betrekkelijk langzame tempo in het begin, de gebruike- 
lijke tweede-klas-stof snel wordt gegeven. Een apart hoofdstuk evenredigheden is 
er niet. Gelijkvormigheid, oppervlakken, berekeningen in driehoeken en gonio- 
metrie worden er in twintig pagina's uitgewerkt. Dit gebeurt charmant en verant- 
woord. Later volgt dan weer herhaling en uitbreiding. 

De lezer kan de indruk hebben, dat ik aanzienlijke bezwaren heb tegen dit boek; 
die heb ik niet, maar wel veel vraagtekens. Eigenlijk moet men een leerboek pas 
bespreken, nadat men er-grondig enige jaren mee heeft gewerkt. Ik neem onvoor- 
waardelijk aan, dat de auteur met dit boek uitstekende resultaten boekt; het is 
consequent vanuit één visie neergeschreven; die visie is uitermate belangrijk voor 
de ontwikkeling van ons meetkundeonderwijs. 

Zonder twijfel wordt de leerling geconfronteerd met de opbouw van een wis- 
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kundige methode op voor hem begrijpelijke wijze. Of men hem liefde voor het vak 
bijbrengt, een openstaan voor het element der verrassing, een nieuwsgierigheid 
naar datgene wat achter de wiskundige horizon schuilgaat en of men doeltreffend 
een beroep op zijn zin voor het sportieve, het romantische in de wiskunde doet, 
wil ik niet beoordelen. Ik hoop van wel; het is een van de vraagtekens, die ik voor- 
lopig bij deze belangrijke uitgave wil plaatsen. 

Groenman 


Robert Broeckx, Moderne schooltafels, De Nederlandse boekhandel, Ant- 
werpen, 1963, 199 blz., Bfírs 92. 


De tafels zijn 5-decimalig, maar daar b.v. bij de gewone logaritmen slechts die 
van 1-1000 gegeven zijn, moet met lineaire interpolatie gewerkt worden. Er staan 
geen hulptafels aan de zijkant, dus moet als volgt gewerkt worden. Gevraagd 
log 67,818. Berekening: 


log 67,800 = 1,83123 (64) 
10 = 6.4 
8 = 5,12 


log 67,818 — 1,83135 


‚Terug zoeken'' gaat met de inverse logaritme. 

De sinus-tafel klimt op met hoeken van 10 minuten, maar gewerkt wordt met 
secunden. Dus ook hier nogal wat geïnterpoleer, voor men de sinus van een hoek 
heeft. Bij de inverse sinus-tafel wordt zelfs gewerkt met kwadratische interpolatie. 
In het boek wordt een voorbeeld gegeven, waaruit blijkt, dat er 15 regels nodig 
zijn om y te vinden uit sin y = 0,96251. 

Behalve de gangbare tafels bevat het boek ook de nntearljke logaritmen met 
inversen, radialen enz. 

Liefhebbers van veel rekenen kunnen met deze Heten hun hart ophalen; 
persoonlijk prefereer ik onze „tafel-manieren’’. 

P. Bronkhorst 


Robert Broeckx, Beschrijvende meetkunde; De Nederlandse boekhandel, 
Antwerpen, 1963, 193 blz., Bfírs 125. 


Daar dit vak op onze scholen niet meer gegeven wordt, volsta ik met de op- 
merking, dat het boek er zeer verzorgd uitziet, terwijl de behandelde stof vrijwel 
geheel overeenkomt met wat wij vroeger behandelden. 

P. Bronkhorst 


A. Leonhardy, Introductory College Mathematics. John Wiley & Sons, London; 
Ze druk, 450 blz., prijs 57/—. 


Zowel de uitgever als de prijs waarborgen, dat de uitvoering van dit boek, dat 
‚de gebruikelijke schoolwiskunde op moderne wijze serveert, degelijk en fraai zal zijn. 

De wiskunde wordt geïntroduceerd als een deductief logisch systeem. Uitgegaan 
wordt van de grondbegrippen punt, rechte lijn, verzameling en natuurlijk getal. 

Daarna volgen fundamentele relaties tussen verzamelingen (equivalenten, deel- 
verzameling, vereniging, doorsnede). Tevens wordt een efficiënte symboliek ge- 
bruikt voor logische conclusies, wordt gewezen op isomorfe logische structuren. 
Ook aan niet-euclidische structuren wordt aandacht besteed. 
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De bewerkingen optellen en vermenigvuldigen worden formeel ingevoerd m. 
b.v. postulaten (commutatieve, associatieve en distributieve eigenschappen, het 
element 1). Aftrekking en deling komen dan als inverse bewerkingen (negatieve 
getallen, het element 0, breuken). Irrationale en complexe getallen komen na 
invoering van de inverse bewerkingen van machtsverheffen. 

De breuken worden ingevoerd, door de deling van hele getallen te definiëren 
en niet als geordende getallenparen. De irrationale getallen komen meer vriende- 
lijk dan exact aan de orde. 

Een tiental axioma's maken het mogelijk aandacht te besteden aan de struc- 
tuur: verzamelingsalgebra. 

Hoofdstuk 6 behandelt: functies, relaties en grafieken. Een functie wordt ge- 
definieerd als een systeem’ van twee verzamelingen X en Y met een afbeelding, zo 
dat elke x van X een éénduidig beeld y in Y heeft. Deze definitie kan gemakke- 
lijk uitgebreid worden ‘voor een functie van meer variabelen. Een relatie is een 
verzameling van geordende paren. Niet elke relatie definieert dus een functie. 
__Na de behandeling van de afgeleide functies en het integreren van eenvoudige 
rationale functies worden de exponentiële, logaritmische en goniometrische functies 
ingevoerd. B EAN 

De laatste hoofdstukken besteden enige aandacht aan"eenvoudige statistische 
problemen en kansberekeningen. 

Mogelijk zal deze opsomming aanleiding kunnen zijn belangstellenden aan te 
sporen met dit boek kennis te maken. 

8 Burgers 


Drs. A. Kunst, Drs. R. H. Roodaen Dr. H. J. van de Vliet, Elementaire 
Wiskunde voor Economische Wetenschappen, deel I: 128 blz, ingen. f 8,90; deel II: 
118 blz., ingen. f 7,90; met antwoorden, P. Noordhoff n.v., Groningen. 


‚‚Dit boek is bestemd voor alle studerenden voor M.B.A., S.P.Den de akten M.O. 
Boekhouden en M.O. Handelswetenschappen alsmede voor hen, die zich voorbe- 
reiden voor de diverse accountantsexamens in financiële rekenkunde en statistiek. 
Het geeft een volledige opleiding voor het examen ‚Elementaire Wiskunde voor 
Economische Wetenschappen’ van de Nederlandse Associatie voor Praktijk- 
examens”’. 

Aldus het voorbericht; ter verduidelijking kan vermeld worden dat M.B.A. 
Moderne Bedrijfs Administratie betekent en S.P.D. Staats Praktijk Diploma. 

Het boek behandelt in hoofdzaak algebra, ongeveer in een omvang als bij de 
B-afdeling van een middelbare school, hier iets meer, daar iets minder en zonder 
differentiaal- en integraalrekening. De schrijvers zijn er op uit, hun lezers de algo- 
ritmen van de algebra goed in te prenten. Ze zijn van mening, dat algebra alleen. 
is te leren door veel te oefenen; ze hebben daarom ruim 1700 vraagstukken opge- 
nomen. 

De indeling van het boek is overzichtelijk, de behandeling van de theorie in ’t 
algemeen. zeer helder. Slechts een enkele maal komt men een formulering tegen, die 
men anders zou wensen en dan gaat het nog maar om details. Daarom spijt het mij, 
dat ik op één punt met de schrijvers van mening moet verschillen. Het gaat over 
het begrip functie’ en met name de ,„eenwaardigheid’' als karakteristieke eigen- 
schap van een functie. Naar het schijnt noemen de schrijvers elke relatie een functie. 
Op pag. 72 van deel -I schrijven ze: 

„y= ax? + bx + c kan ook geschreven worden als y — ax? — bx —c = 0. 
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Indien beide variabelen in het eerste lid voorkomen, stelt men dit eerste lid voor 
door f(x,y). De algemene gedaante van f(x,y) — 0 voor een functie van de tweede 
graad is ax? + by? + cxy + da + ey + f = 0" en daarna',,De functie xy = 6 is 
dus van de tweede graad; de functie x?y —= 7 van de derde graad” 

En wat is het antwoord op ha 29: Van welke graad is de volgende functie: 


‚‚Van de derde graad’’, zoals uit de an volgt en zoals het oden 
je aangeeft? Bij de wortelvormen wordt elke dubbelzinnigheid vermeden door 
terecht af te spreken, dat 4/9 alleen maar +3 is. Maar in deel II op pag. 68 is het 
met de eenwaardigheid van de functies weer helemaal mis: bij één argument 
kunnen meer functiewaarden behoren. Hoe men deze zaken op het genoemde. 
examen „Elementaire Wiskunde” vraagt, is mij niet bekend. Wel valt het mij op, 
dat ook in de examenopgaven uitdrukkingen voorkomen als: ‚de functie 4y = 4". 

In hoofdstuk 18 wordt van de vlakke meetkunde datgene behandeld dat bij de 

‚studie vän grafieken e.d nodig: kan zijn. Het is interessant te zien, hoe weinig. dat. 
maar is: 14 bladzijden, eindigend met de stelling van Pythagoras. 
‚Het boek besluit met een groot aantal gemengde opgaven en examenopgaven. 

De studerenden voor de in het voorwoord genoemde diploma's, die de wiskunde 
als hulpwetenschap moeten gebruiken zullen in dit degelijke leerboek precies 
vinden wat ze nodig hebben. Dat rechtvaardigt voor hen ook de prijs, die, mogelijk 
door een geringere oplaag, iets hoger ligt dan die van een schoolboek van dezelfde. 
omvang. 

R. Troelstra 


Vijftig jaren beoefening van de geschiedenis der geneeskunde, wiskunde en natuur- 
wetenschappen in Nederland 1913—1963, uitgegeven door het Genootschap voor 
Geschiedenis der Geneeskunde, Wiskunde en Natuurwetenschappen onder redactie: 
van Dr. B. P. M. Schulte, 1963, 118 blz., f 4—. 


Dit boek is een gedenkboek uitgegeven door bovengenoemd genootschap ter 
gelegenheid: van zijn vijftigjarig bestaan. Het bevat onder meer een artikel van 
Prof. Dr. E. J. Dijksterhuis, waarin een. bibliografisch overzicht gegeven wordt. 
over de beoefening van de geschiedenis der natuurkunde, scheikunde en sterren- 
kunde, en een kort emotioneel geschreven ‘artikel over de beoefening van ae ge- 
schiedenis der wiskunde door Prof. Dr. E. M. Bruins. 

P. G. J. Vredenduin 


RECREATIE 


‚ Nieuwe opgaven met oplossing (liefst persklaar} en correspondentie over deze 
rubriek gelieve men te zenden aan Dr. P. G. J. Vredenduin. 


112. Hoe groot is het aantal snijpunten van de diagonalen van een convexe 
n-hoek (de hoekpunten niet meegerekend? Door geen enkel snijpunt gaan meer 
dan twee diagonalen. (Er is een zeer simpele oplossing mogelijk.) (H. W. Lenstra). 

113. Iemand zei mij: ik ken een functie van #, fx, die de eigenschap heeft, dat 
men niet de functiewaarde krijgt voor # = 3 door voor x het getal 3 te substitueren. 
Het formele substitutieresultaat #3 is dus niet de functiewaarde van fx voor x = 3, 
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3 d 
Hij bleek te bedoelen de functie E of, anders geschreven Ed Voor x= 3 
“komt hier 6 uit en niet b.v. ze. 


„Er wordt gevraagd deze situatie te analyseren. Eventueel kan men, als men 
reden daartoe aanwezig acht, een verbeterde schrijfwijze voorstellen. 

Men kan dit nauwelijks recreatie noemen. Ik heb de vraag echter in deze rubriek 
„geplaatst, omdat het me de moeite waard lijkt, dat men er zijn gedachten over laat 
‚gaan. In het volgende nummer zal ik i in een korrel mijn eigen zienswijze WESRGENED: 
Voor verbeteringen of aanvullingen houd ik mij dan gaarne aanbevolen. 


OPLOSSINGEN 


(zie voor de opgaven het vorige nummer) 


110. We gaan heuristisch te werk. Bij n — 2 en bij n = 3 blijft het 2e getal over, 
‘bij n = 4 het le. Dan blijft weer het le getal over, als we stellen n = 3.4 — 6, 
n= }.6= 9. Dan blijft over bij n —= 10 het getal 4, bij n = 11 het getal 7, bij 
‚n= 12 het getal 10, bij n = 13 het getal 13, bij n —= 14 het getal 16, d.w.z. het getal 
2. Ook bij » = 21 blijft dan het getal 2 over. Op soortgelijke wijzen zien we nu, 
dat bij n = 31 weer het getal 1 overblijft, enz. We vinden zo, dat overblijft het getal 


1 2 EE 2 
bij n = 2 31 
3 47 
4 70 
6 105 
9 158 
14 237 
21 | 355 


Bij verspringing van kolom is het getal in de le kolom gelijk aan dat uit de Ze 
“vermenigvuldigd met 3 en afgerond naar beneden; het getal uit de te gelijk aan 
«dat uit de 2e vermenigvuldigd met 3 en afgerond naar boven. Hoe men hieruit 
algemeen afleidt welk getal overblijft, is na de oplossing van de vorige opgave 
„evident. 

Het probleem welk getal overblijft, als geschrapt worden de getallen Z, 2h, 
.8k, ... kan analoog behandeld worden. 

1. Het tweede voorwerp, dat naast de schijf komt te staan, is 1 plaats opge- 
schoven vergeleken bij zijn oorspronkelijke stand, het derde voorwerp 2 plaatsen, 
“enz. Alle voorwerpen zijn dus samen vooruitgeschoven 


1424384... (2 — 1) = Jr (n — 1) plaatsen. 


“Omdat ten slotte de voorwerpen vergeleken bij hun oorspronkelijke stand alleen van 
‚plaats verwisseld zijn, moet het aantal plaatsen, dat ze tezamen opgeschoven zijn, 
“een veelvoud van x zijn. Daaruit volgt, dat voor „ even geen oplossing mogelijk is. 
Onderstel nu, dat » oneven is. We vinden dan in elk geval als volgt een oplossing. 
Nummer de voorwerpen rondgaande in de draairichting 0, 1, 2... „n— 1. In 
“de beginstand zetten we voorwerp 0 naast de schijf, de volgende keer voorwerp Ì, 
dan voorwerp 2, enz. (Men kan meer algemeen resp. de voorwerpen 0, Pp, 2b,. 
alles modulo # genomen, naast de schijf zetten, waarin ten p + 1 aan de. eis 
“voldoen onderling ondeelbaar met # te zijn.) 


GRAFIEKENBLADEN VOOR DE GONIOMETRIE 


Deze geven de grondfiguur voor de grafieken van gon. functies 
zonder rekenen en opzoeken in een tafel. 

Binnen een minuut heeft men 24 punten van y=sin. Xx; dan nog 
een minuut voor het trekken van de grafiek. 

15 bladen, met toelichting, in een envelop f 0,75, 

100 bladen los f b‚— 

Leraren’ wordt op aanvraag gratis een saves toegezonden. 


» 


PRIKMALLEN 
Een stel prikmallen bevat 3 parabolen, 4ellipsen en 3 hyperbolen. 
Met gebruikmaking ervan tekent men in een oogwenk een goede 
kegelsnede met assen, brandpunten en asymptoten. 
Levering minimaal per 10 stel à f 0,35. Bestemd voor klassikaal 
gebruik. 


Grafiekenschrift 


28 bladzijden gekleurde, zichtbare en van 24 bij 2f mm en 28 
gelijnde bladzijden voor aantekeningen; 
15e druk f 0,95. 


TEKENBLADEN VOOR GRAFISCHE VOORSTELLINGEN 


30 kwarto bladen met ruitjes van 2 bij 2 mm in portefeuille; be- 
halve voor de wiskundelessen ook geschikt voor handelsonderwijs, 
statistieken en voor gebruik op laboratoria en kantoren -6e druk 
f 1,25 


P.. NOORDHOFF N.V. - GRONINGEN 


Problemen en probleempjes 
die om een oplossing vragen 
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WISKUNDIGE 
PUZZELS 


bijeengebracht door 
Dr. P.G.J. Vredenduin. 
Een verzameling opgaven 


f skaniintalen 


4) 


producten van de bekende amerikaanse 
fabriek Pickett thans in nederland 
verkrijgbaar. 

een gereedschap met pluspunten. 

we noemen er enige: geheel metaal, 
vervorming door vocht en temperatuur- 
verschil uitgesloten. uitgebreide 
schaalverdelingen, tot 2 micron. soepele 
nylon loper en mogelijkheid tot 
adjusteren, geregistreerde garantie. 
elke rekenliniaal wordt beschermd door 
een lederen atui, tevens is een 
instructieboekje bijgevoegd. 

uitvoerige documentatie beschikbaar: 
folders, las- en demonstratiemodellen. 
vraag inlichtingen bij de importeur. 


Rikkers Blazer & Metz n.v. postbus 647 A'dam 


_ van zeer uiteenlopende aard 


en moeilijkheid, die velen 
in de gelegenheid stelt naar 
hartelust te puzzelen, maar 
waarbij het ook kan ge- 
beuren, dat temand na lang 
zoeken een probleem ter- 
zijde moet leggen met de 
opmerking: niet te realiseren 


f 3,90 


-P. NOORDHOFF N.V. 





Wiskunde-uitgaven voor het V.H.M.O. 


C. J. Alders 
INLEIDING TOT DE ANALYTISCHE MEETKUNDE 
met gratis antwoorden - 16el20e druk f 2,50, geb. f 3,25 


C. J. Alders 
GONIOMETRIE VOOR M.O. EN V.H.O. 
16el20e druk f 1,90, geb. f 2,75; antwoorden f 0,75 


C. J. Alders 
STEREOMETRIE VOOR M.O. EN V.H.O. 
18el20e druk f 2,50, geb. f 3,35 


C. J. Alders 
PLANIMETRIE VOOR M.O. EN V.H.O. 
26el30e druk f 3,50, geb. f 4,40 


M. G. H. Birkenhäger en H. J. D. Machielsen 
MEETKUNDE VOOR M.M.S. 
Deel | (2e druk) =f 3,90 - Deel li « f 4,50 


J. C. Kok | 
DIFFERENTIAAL- EN INTEGRAALREKENING VOOR HET V.H.M.O. 
f 4,40, geb. f 4,90 


A. A. Lucieer 

STEREOMETRIE VOOR M.O. EN V.H.O. 
12e druk van het schoolboek van Molenbroek en Wijdenes - 
f Syn, geb. f 5,75; antwoorden f 1, 


Dr. D, |. E. Schrek 
BEKNOPTE ANALYTISCHE MEETKUNDE 
4e druk, met afzonderlijk antwoordenboekje f 4,50, geb. f 5,25 


Dr. H. Streefkerk | | 
NIEUW MEETKUNDEBOEK VOOR M.O. EN V.H.O. 
| (5e druk) f 3,25 - Il (4e druk) f 3,50 - III (3e druk) f 3,75 


P, Wijdenes 


BEKNOPTE ANALYTISCHE MEETKUNDE 
f 4,75, antwoorden f 2,50 


pna NOORDHOFF GRONINGEN 





Alle uitgaven zijn zowel bij de uitgever als via de boekhandel verkrijgbaar 


